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Lêi cam ®oan

T«i xin cam ®oan r»ng c¸c kÕt qu¶ nghiªn cøu trong luËn v¨n nµy lµ trung

thùc vµ kh«ng trïng lÆp víi c¸c ®Ò tµi kh¸c. T«i còng xin cam ®oan r»ng mäi sù

gióp ®ì cho viÖc thùc hiÖn luËn v¨n nµy ®· ®­îc c¶m ¬n vµ c¸c th«ng tin trÝch

dÉn trong luËn v¨n ®· ®­îc chØ râ nguån gèc.

Th¸i Nguyªn, th¸ng 4 n¨m 2015

Ng­êi viÕt luËn v¨n

TrÇn ThÞ Nhµn



ii

Lêi c¶m ¬n

LuËn v¨n ®­îc thùc hiÖn vµ hoµn thµnh t¹i tr­êng §¹i häc s­ ph¹m - §¹i häc

Th¸i Nguyªn d­íi sù h­íng dÉn khoa häc cña PGS. TS. §ç V¨n L­u. Qua ®©y,

t¸c gi¶ xin ®­îc göi lêi c¶m ¬n s©u s¾c ®Õn thÇy gi¸o, ng­êi h­íng dÉn khoa

häc cña m×nh, PGS. TS. §ç V¨n L­u, ng­êi ®· tËn t×nh h­íng dÉn trong suèt

qu¸ tr×nh nghiªn cøu cña t¸c gi¶. §ång thêi t¸c gi¶ còng ch©n thµnh c¶m ¬n c¸c

thÇy c« trong khoa To¸n, khoa Sau ®¹i häc - Tr­êng §¹i häc s­ ph¹m, §¹i häc

Th¸i Nguyªn, ®· t¹o mäi ®iÒu kiÖn ®Ó t¸c gi¶ hoµn thµnh b¶n luËn v¨n nµy. T¸c

gi¶ còng göi lêi c¶m ¬n ®Õn gia ®×nh vµ c¸c b¹n trong líp Cao häc To¸n K21b,

®· ®éng viªn gióp ®ì t¸c gi¶ trong qu¸ tr×nh häc tËp vµ lµm luËn v¨n.

LuËn v¨n kh«ng thÓ tr¸nh khái nh÷ng thiÕu sãt, t¸c gi¶ rÊt mong nhËn ®­îc

sù chØ b¶o tËn t×nh cña c¸c thÇy c« vµ b¹n bÌ ®ång nghiÖp.

Th¸i Nguyªn, th¸ng 4 n¨m 2015

Ng­êi viÕt luËn v¨n

TrÇn ThÞ Nhµn
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1

Më ®Çu

1. Lý do chän luËn v¨n

N¨m 1994, Demyanov [5] ®· ®­a ra kh¸i niÖm d­íi vi ph©n suy réng comp¨c

låi. Kh¸i niÖm nµy lµ mét tæng qu¸t ho¸ cña kh¸i niÖm låi trªn vµ lâm d­íi (xem

[6]). C¸c kh¸i niÖm d­íi vi ph©n suy réng ®ãng, kh«ng låi vµ Jacobian xÊp xØ

®­îc ®Ò xuÊt bëi Jeyakumar vµ Luc trong [9] vµ [10]. Kh¸i niÖm d­íi vi ph©n

suy réng lµ tæng qu¸t ho¸ cña mét sè c¸c kh¸i niÖm d­íi vi ph©n ®· biÕt cña

Clarke [4], Michel-Penot [17], Mordukhovich [18]. Mét ®iÒu kiÖn cÇn Fritz John

cho cùc tiÓu yÕu cña bµi to¸n quy ho¹ch ®a môc tiªu d­íi ng«n ng÷ Jacobian

xÊp xØ ®­îc ®­a ra bëi Luc [12]. §iÒu kiÖn cÇn tèi ­u Fritz John cho cùc tiÓu

yÕu d­íi ng«n ng÷ d­íi vi ph©n suy réng ®­îc ®­a ra bëi Dutta- Chandra [7,8]

cho bµi to¸n tèi ­u ®a môc tiªu víi c¸c rµng buéc bÊt ®¼ng thøc. §iÒu kiÖn cÇn

cho cùc tiÓu yÕu vµ cùc tiÓu Pareto ®­îc ®­a ra bëi Luu [15] víi c¸c rµng buéc

®¼ng thøc, bÊt ®¼ng thøc vµ rµng buéc tËp.

Dùa trªn ®Þnh lÝ Ljusternik më réng cña JimÐnez-Novo (2002), D.V.Luu

(2014) ®· thiÕt lËp c¸c ®iÒu kiÖn tèi ­u cho cùc tiÓu Pareto yÕu cña bµi to¸n

tèi ­u ®a môc tiªu cã rµng buéc ®¼ng thøc, bÊt ®¼ng thøc vµ rµng buéc tËp d­íi

ng«n ng÷ d­íi vi ph©n suy réng (convexificator). §©y lµ ®Ò tµi ®ang ®­îc nhiÒu

t¸c gi¶ trong vµ ngoµi n­íc quan t©m nghiªn cøu. ChÝnh v× thÕ em chän ®Ò tµi :

�§iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho nghiÖm h÷u hiÖu cña bµi to¸n tèi ­u ®a môc tiªu qua

d­íi vi ph©n suy réng�.

2. Ph­¬ng ph¸p nghiªn cøu
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S­u tÇm vµ ®äc tµi liÖu tõ c¸c s¸ch, t¹p chÝ to¸n häc trong n­íc vµ quèc tÕ

liªn quan ®Õn ®iÒu kiÖn tèi ­u cho bµi to¸n tèi ­u vÐc t¬. Qua ®ã, t×m hiÓu vµ

nghiªn cøu vÒ vÊn ®Ò nµy.

3. Môc ®Ých cña luËn v¨n

LuËn v¨n tr×nh bµy c¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho nghiÖm h÷u hiÖu d­íi ng«n

ng÷ d­íi vi ph©n suy réng trong bµi b¸o cña D. V. L­u ®¨ng trong t¹p chÝ Journal

of Optimization Theory and Applications, Vol. 160 (2014), pp. 510-526.

4. Néi dung cña luËn v¨n

LuËn v¨n bao gåm phÇn më ®Çu, 2 ch­¬ng, kÕt luËn vµ danh môc c¸c tµi liÖu

tham kh¶o

Ch­¬ng 1: §iÒu kiÖn cÇn Fritz John cho cùc tiÓu yÕu

Tr×nh bµy mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ d­íi vi ph©n suy réng vµ ®iÒu kiÖn cÇn

Fritz John cho cùc tiÓu Pareto yÕu cña bµi to¸n tèi ­u ®a môc tiªu cã rµng buéc

®¼ng thøc, bÊt ®¼ng thøc vµ rµng buéc tËp víi c¸c hµm Lipschitz ®Þa ph­¬ng.

Ch­¬ng 2: §iÒu kiÖn chÝnh quy vµ ®iÒu kiÖn tèi ­u Karush-Kuhn-Tucker

Tr×nh bµy c¸c ®iÒu kiÖn chÝnh quy vµ ®iÒu kiÖn cÇn Karush-Kuhn-Tucker cho

bµi to¸n tèi ­u ®a môc tiªu cã rµng buéc ®¼ng thøc, bÊt ®¼ng thøc vµ rµng buéc

tËp víi c¸c hµm Lipschitz ®Þa ph­¬ng d­íi ng«n ng÷ d­íi vi ph©n suy réng víi

c¸c gi¶ thiÕt vÒ tÝnh låi suy réng, c¸c ®iÒu kiÖn cÇn tèi ­u trë thµnh c¸c ®iÒu kiÖn

®ñ tèi ­u.
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Ch­¬ng 1

§iÒu kiÖn cÇn Fritz John cho cùc tiÓu yÕu

Trong ch­¬ng 1 chóng t«i tr×nh bµy mét sè kiÕn thøc c¬ b¶n vÒ d­íi vi ph©n

suy réng vµ ®iÒu kiÖn cÇn Fritz John cho cùc tiÓu Pareto yÕu cña bµi to¸n tèi ­u

®a môc tiªu cã rµng buéc ®¼ng thøc, bÊt ®¼ng thøc vµ rµng buéc tËp d­íi ng«n

ng÷ d­íi vi ph©n suy réng. C¸c kÕt qu¶ tr×nh bµy trong ch­¬ng nµy ®­îc tham

kh¶o trong [9], [14].

1.1 C¸c kiÕn thøc bæ trî

1.1.1. D­íi vi ph©n suy réng

Cho f lµ hµm gi¸ trÞ thùc më réng ®­îc x¸c ®Þnh trªn Rn. Nh¾c l¹i r»ng ®¹o

hµm theo ph­¬ng Dini d­íi vµ trªn f− vµ f+ cña f t¹i x̄ ∈ Rn theo ph­¬ng

v ∈ Rn ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau:

f−(x̄; v) := lim
t↓0

inf
f(x+ tv)− f(x̄)

t
,(

f+(x̄; v) := lim
t↓0

sup
f(x̄+ tv)− f(x̄)

t

)
.

NÕu f+(x̄; v) = f−(x̄; v), th× gi¸ trÞ chung ®ã ®­îc gäi lµ ®¹o hµm cña hµm

f t¹i x̄ theo ph­¬ng v vµ ký hiÖu lµ f ′(x̄; v). Hµm f gäi lµ kh¶ vi theo ph­¬ng

t¹i x̄ nÕu tån t¹i ®¹o hµm theo ph­¬ng cña nã t¹i x̄ theo mäi ph­¬ng. NÕu f lµ

kh¶ vi FrÐchet t¹i x̄ víi ®¹o hµm FrÐchet ∇f(x̄) th× f ′(x̄; v) = 〈∇f(x̄, v)〉 .
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Theo [9] hµm f ®­îc gäi lµ cã d­íi vi ph©n suy réng trªn ∂∗f(x̄) (hay d­íi

∂∗f(x̄)) t¹i x̄ ∈ Rn nÕu ∂∗f(x̄) (hay (∂∗f(x̄)) ⊆ Rn) lµ tËp ®ãng vµ

f−(x̄; v) ≤ sup
ξ∈∂∗f(x̄)

〈ξ, v〉 (∀v ∈ Rn),

(
f+(x̄; v) ≥ inf

ξ∈∂∗f(x̄)
〈ξ, v〉 (∀v ∈ Rn)

)
.

Mét tËp ®ãng ∂∗f(x̄) ⊆ Rn ®­îc gäi lµ mét d­íi vi ph©n suy réng cña f t¹i x̄

nÕu ∂∗f(x̄) ®ång thêi lµ d­íi vi ph©n suy réng trªn vµ d­íi cña f t¹i x̄ .

Theo [8] hµm f ®­îc gäi lµ cã d­íi vi ph©n suy réng b¸n chÝnh quy trªn

∂∗f(x̄) ⊆ Rn t¹i x̄ nÕu ∂∗f(x̄) lµ tËp ®ãng vµ

f+(x̄; v) ≤ sup
ξ∈∂∗f(x̄)

〈ξ, v〉 (∀v ∈ Rn). (1.1)

VÝ dô 1.1.1

Cho hµm f : R→ R ®­îc x¸c ®Þnh bëi

f(x) :=


x, khi x ∈ Q ∩ [0; +∞[,

x4 − 4x3 + 4x2, khi x ∈ Q ∩ ]−∞; 0],

0, trong c¸c tr­êng hîp kh¸c,

trong ®ã Q lµ tËp c¸c sè h÷u tû. Khi ®ã

f+(0; v) =

 v, khi v ≥ 0,

0, khi v < 0,

f−(0; v) = 0 (∀v ∈ R).

TËp {0; 1} lµ d­íi vi ph©n suy réng b¸n chÝnh quy trªn cña f t¹i x̄, cho nªn

nã còng lµ d­íi vi ph©n suy réng trªn cña f t¹i x̄. TËp {0} lµ d­íi vi ph©n suy

réng d­íi cña f t¹i x̄.

Theo [9], nÕu x¶y ra ®¼ng thøc trong (1.1) th× ∂∗f(x̄) ®­îc gäi lµ d­íi vi

ph©n suy réng chÝnh quy trªn. Víi mét hµm Lipschitz ®Þa ph­¬ng, d­íi vi ph©n
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Clarke vµ d­íi vi ph©n Michel-Penot lµ nh÷ng d­íi vi ph©n suy réng cña f t¹i

x̄ (xem [9]). H¬n n÷a víi mét hµm Lipschitz ®Þa ph­¬ng chÝnh quy trong theo

nghÜa Clarke [4], d­íi vi ph©n Clarke lµ mét d­íi vi ph©n suy réng chÝnh quy

trªn (xem [7]). Chó ý r»ng, nÕu hµm f cã mét d­íi vi ph©n suy réng chÝnh quy

trªn t¹i x̄ th× nã còng lµ d­íi vi ph©n suy réng b¸n chÝnh quy trªn t¹i x̄, vµ do

®ã nã ®­îc lµ d­íi vi ph©n suy réng trªn t¹i x̄.

VÝ dô 1.1.2

Ta xÐt hµm f : R→ R ®­îc x¸c ®Þnh bëi:

f(x) =

 x2
∣∣cosπx

∣∣ , khi x 6= 0,

0, khi x = 0.

Ta cã f+(0; v) = f−(0; v) = 0, (∀v ∈ R). D­íi vi ph©n Clarke vµ Michile-

Penot cña f t¹i x̄ = 0 t­¬ng øng lµ [−π; π] vµ {0}. C¸c tËp {0}, [−π; π] vµ

{−π; π} lµ c¸c d­íi vi ph©n suy réng cña f t¹i x̄. TËp {0} lµ d­íi vi ph©n suy

réng chÝnh quy trªn cña f t¹i x̄.

Theo [16] mét hµm gi¸ trÞ thùc më réng f x¸c ®Þnh trªn tËp Q ⊆ Rn ®­îc

gäi lµ tùa låi t¹i x̄ ∈ Q theo Q nÕu víi mçi x ∈ Q,

f(x) ≤ f(x̄)⇒ ∀t ∈ ]0, 1[ , f(tx+ (1− t)x̄) ≤ f(x̄).

f ®­îc gäi lµ tùa låi trªn Q nÕu f lµ tùa låi t¹i mçi x ∈ Q. f gäi lµ tùa tuyÕn

tÝnh t¹i x̄ ∈ Q theo Q nÕu ±f lµ tùa låi t¹i x̄ theo Q.

Trong [20] Yang chØ ra r»ng, nÕu f lµ liªn tôc, tùa låi vµ cã mét d­íi vi ph©n

suy réng d­íi låi trªn mét tËp låi Q th× víi mçi x, y ∈ Q,

f(x) ≤ f(y)⇒ ∃ξ(n) ∈ ∂∗f(y), lim
n→∞

(ξ(n), x− y) ≤ 0.

NÕu f cã mét d­íi vi ph©n suy réng chÝnh quy trªn t¹i x̄ th× ta cã mÖnh ®Ò sau

®©y.

MÖnh ®Ò 1.1.1

Gi¶ sö f cã mét d­íi vi ph©n suy réng chÝnh quy trªn ∂∗f(x̄) t¹i x̄ vµ f tùa låi
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t¹i x̄ ∈ Q theo tËp låi Q. Khi ®ã,

∀x ∈ Q, f(x) ≤ f(x̄)⇒ ∀ξ ∈ ∂∗f(x̄), 〈ξ, x− x̄〉 ≤ 0.

Chøng minh

V× f lµ tùa låi t¹i x̄ theo Q, víi mçi x ∈ Q tháa m·n f(x) ≤ f(x̄), ta cã

f+(x̄;x− x̄) ≤ 0.

Do tÝnh chÝnh quy trªn cña d­íi vi ph©n suy réng ∂∗f(x̄), víi mçi x ∈ Q tháa

m·n f(x) ≤ f(x̄), ta cã

sup
ξ∈∂∗f(x̄)

〈ξ, x− x̄〉 = f+(x̄;x− x̄) ≤ 0.

Tõ ®ã, ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

Theo [20], hµm thùc më réng f cã mét d­íi vi ph©n suy réng d­íi låi ∂∗f(x)

trªn Q ®­îc gäi lµ gi¶ låi tiÖm cËn d­íi trªn Q nÕu víi mçi x, y ∈ Q,

∃ξ(n) ∈ ∂∗f(x), lim
n→∞

〈
ξ(n), y − x

〉
≥ 0⇒ f(y) ≥ f(x).

Hµm gi¸ trÞ thùc më réng f cã mét d­íi vi ph©n suy réng ∂∗f(x̄) t¹i x̄ ®­îc gäi

lµ gi¶ låi tiÖm cËn t¹i x̄ theo Q nÕu, víi mçi x ∈ Q ta cã

∃ξ(n) ∈ conv∂∗f(x̄), lim
n→∞

〈
ξ(n), x− x̄

〉
≥ 0⇒ f(x) ≥ f(x̄).

trong ®ã conv kÝ hiÖu bao låi

VÝ dô 1.1.3

Cho f, g : R→ R

f(x) :=

 x, khi x ≤ 0,
1
2x, khi x > 0,

g(x) :=


x, khi x ∈ Q,

2x, khi x ∈ (R\Q) ∩ ]−∞, 0] ,
1
2x, khi x ∈ (R\Q) ∩ [0,∞[ .


